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 ١

 
 
 
 

 دومفصل 
 

 حد و پيوستگي
 
 

 به طـوري كـه      ، مفهوم حد است     ،يكي از مفاهيم اساسي و كليدي در حساب ديفرانسيل و انتگرال            
درك عميق بسياري از مطالب حساب ديفرانسيل و انتگرال بدون اشراف به مفهوم حد غير ممكن به     

 اثبـات   ،كر مثال هاي گونـاگون       ذ ، تعريف دقيق حد     ، هدف ما در اين فصل       ،بنابراين. نظر مي رسد  
بيان مطالب در اين فصل بايسـتي  . اكثر قضايا و تعميم و گسترش مفاهيم مربوط به حد خواهد بود          

از چنان استحكامي بر خوردار باشد كه بتوان با اطمينان در فصل هاي بعدي به مشتق و كاربردهاي         
ته هاي اين فصل بـه عنـوان ابـزاري قابـل            پرداخت و از آموخ   ...  انتگرال معين و كاربرهاي آن و      ،آن  

 .اعتماد استفاده كرد 
 

  مفهوم حد   ١ . ٢
 

يعنـي در    ( I ماننـد    a يك همسايگي محذوف نقطه    در   f   فرض كنيم تابع       :تعريف
 .تعريف شده باشد ) a به استثناي نقطه Iتمام نقاط فاصله باز 

 مـي   اسـت و Lبرابر بـا   حدي  دارايf تابع ، ميل مي كند a به سمت نقطه xگوييم وقتي  
lim   نويسيم ( )

x a
f x L

→
 :  در صورتي كه شرط زير برقرار باشد=
)(0عــددي ماننــد ε<0بــه ازاي هــر  >= εδδ بــه طــوري كــه اگــر      ، وجــود داشــته باشــد 

0 x a δ< − −>ε آنگاه، > Lxf )(. 
      يا به زبان منطق

                                    εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 
lim     به بيان شهودي وقتي مي نويسيم  ( )

x a
f x L

→
 به قدر دلخواه  f معني آن اين است كه تابع،=

مثال هاي زيـر در     .  نزديك گردد    a به قدر كافي به      x به شرط آنكه     ، نزديك مي شود     Lبه عدد   
 .روشن شدن مفهوم حد به ما ياري مي رسانند
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 ٢

    با استفاده از تعريف حد نشان دهيد كه  :١مثال 
2

lim (3 4) 10
x

x
→

+ =. 

   بايستي نشان دهيم كه:  حل
εδδε <−+⇒<−<∋>∃>∀ 10)43(2000 xx 

  داريم،را انتخاب كرده باشيم ε<0پس فرض كنيم عدد دلخواه          

3
2236310)43( εεεε <−⇔<−⇔<−⇔<−+ xxxx 

اكنون اگر          
3

0 εδ   آنگاه ، اختيار شود >≥

⇒<−⇒<−⇒<−⇒<− εεεδ 6323
3

22 xxxx 
ε<−+ 10)43( x 

 كه نتيجه مي گيريم ،بنابراين           
x 2
lim(3 4) 10x

→
+ =. 

 

2   با استفاده از تعريف حد نشان دهيد كه :٢مثال 

5
lim 25
x

x
→

= . 

    بايستي نشان دهيم كه :حل 
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ 255000 2xx  

   داريم           
 εεε <+−⇔<+−⇔<− 55)5)(5(252 xxxxx   

 . δ≥1نيم و بــراي ايـن منـــظور فـرض مـي كنيـــم      پيدا مي كx+5 رايبكران بالايي   اكنون  
 پـس مي نويسيم 

11596415115 <+<⇔<<⇔<−<−⇔<− xxxx 

ــابراين  51155و بن −×<+− xxx .ــذا ــر،ل  اگ








11
,1 ε min=δ ــيم ــار كن ــراي ، اختي آنگــاه ب

δ<− 5x   ــي وريــمآبــه دســت م
11

5511 εε <−⇔<−× xx  51155و −<+− xxx  .

−+>εبنابراين  55 xx ، 2 يعني. 25x ε− <  
 

−>δنشان داديم كـه    εاز روي   δ  در دو مثال بالا پس از بدست آوردن           :تبصره axيجـه   نت
−>εمي دهد كه     Lxf مساله ε از روي δ اما در حل مسايل حد معمولا پس از بدست آوردن          ،)(

 .را تمام شده فرض مي كنند و ما هم در مثالهاي بعدي به همين طريق عمل خواهيم كرد 
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 ٣

دهيد كه   با استفاده از تعريف حد نشان  :٣مثال
7

8lim 2
3x x→

=
−

. 

   بايستي نشان دهيم كه :حل

εδδε <−
−

⇒<−<∋>∃>∀ 2
3

87000
x

x 

  مي توان نوشت

            εεεε <
−

−
⇔<

−
−

⇔<
−

+−
⇔<−

− 3
72

3
214

3
6282

3
8

x
x

x
x

x
x

x
 

حال براي         
3

1
−x

 ی δ<0  فرض كنـيم از ابتـدا در جسـتجوي   .  پيدا مي كنيم   كران بالايي  

 پس مي نويسيم . δ≥1تيم به طوري كه هس

3
1

3
1

5
153317117 <

−
<⇔<−<⇔<−<−⇔<−

x
xxx 

                                                                 بنابراين داريم
3
172

3
72

×−<
−

−
x

x
x. 

−×>εاگر قرار دهيم  
3
172 x به دست مي آوريم

2
37 ε

<−xو در نتيجه كافي است 







=

2
3,1min εδاختيار گردد. 

  

  بــا اســتفاده از تعريــف حــد نشــان دهيــد كــه :٤مثــال
2

22

1 3lim
1 5x

x
x→

−
=

+
 متنــاظر δو مقــدار 

به
1000

1
=εرا پيدا كنيد . 

  بايستي نشان دهيم كه:حل

εδδε <−
+
−

⇒<−<∋>∃>∀
5
3

1
12000 2

2

x
xx 

 مي توانيم بنويسيم 

  ⇔<
+

−−−
⇔<−

+
− εε

)1(5
3355

5
3

1
1

2

22

2

2

x
xx

x
x  

εεε <
+

+−
⇔<

+

−
⇔<

+
−

)1(5
222

)1(5

42

)1(5
82

22

2

2

2

x
xx

x
x

x
x 

 كران بالايي برايحال  
1
2

2 +

+

x
x1فرض كنيم . پيدا مي كنيم≤δ، و بنابراين 

⇔<<⇔<−<−⇔<− 3112112 xxx 
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 ٤

2
1

1
1

10
1101291 2

22 <
+

<⇔<+<⇔<<
x

xx 
52331                                          همچنين <+<⇔<< xx 

 بالا داريم های و بنابراين از نامساوي
2
5

1
2

10
3

2 <
+

+
<

x
x .پس مي توانيم بنويسيم 

2
2
52

5
2

)1(5
222

2 −=×−<
+

+−
xx

x
xx 

−>εحال قرار مـي دهـيم      2x       و در نتيجـه اگـر{ }εδ ,1min=     مـا از   ،اختيـار شـود δ<− 2x    

−>εموريدست مي آ  ب
+
−

5
3

1
1

2

2

x
x .    بالاخره بـراي

1000
1

=ε، اسـت    كـافي  
1000

10 ≤< δ  اختيـار

 .شود
 

  گاهي اوقات به ما مي گويند كه ثابت كنيد حد تابع مفروضـي در نقطـه داده شـده اي                  :تبصره
 .دو مثال زير توجه كنيدبه . موجود نيست و اين شايد به نوعي مشكل تر از اثبات وجود حد باشد 

 

   ثابت كنيد كه :٥مثال
0

1limsin
x x→

 . موجود نيست

يعني فرض كنيم ،است برهان خلف اثبات به  :حل
0

1limsin
x x→

 .موجود باشد

11sin1چون همواره  ≤≤−
x

، به عنوان مثال، اين حد عددي حقيقي است     ،
0

1, limsin
x

L R L
x→

∈ = .

εδδεوجود حد مي گويد كه <−⇒<<∋>∃>∀ L
x

x 1sin000. 

فرض كنيم 
2
1

=ε،         و فرض كنيم عـدد طبيعـي n         به طـوري  ، بـه قـدر كـافي بـزرگ اختيـار شـود

كه
π)

2
12(

1
2

−
=

n
x,

π)
2
12(

1
1

+
=

n
x هر دو ازδداريم پس،كمتر باشند     

2
11

2
1)

2
12sin(

2
11sin

1

<−⇔<−+⇔<− LLnL
x

π 

 ⇔<−−⇔<−−⇔<−
2
11

2
1)

2
12sin(

2
11sin

2

LLnL
x

π 

2
11 <+ L 

 
 اكنون مي توانيم بنويسيم

 و
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 ٥

1
2
1

2
111)1()1(2 =+<++−≤++−= LLLL 

12يعني  فرض خلف ،بنابراين. پس فرض وجود حد منجر به نتيجه گيري اين نامساوي غلط شد . >

يعني،باطل است
0

1limsin
x x→

  .موجود نيست

1  ثابت كنيد تابع              :٦مثال ,
( )

0 ,
x

D x
x


= 


در هيچ  ، موسوم است   ديريكله كه به تابع  ،

αβاز اين مطلب استفاده كنيد كه اگر     . نقطه اي داراي حد نيست     βαدو عدد حقيقي باشند و, <، 
αβآنگاه بين   .به تعداد نامتناهي اعداد اصم و اعداد منطق وجود دارد,

 

0x يعني فرض كنيم كه در نقطه اي مانند ،  اثبات به برهان خلف است:حل R∈، ابعت)(xD 
 مثلا،داراي حد باشد

0

lim ( )
x x

D x c
→

 پس بنابر تعريف حد.  عددي حقيقي استcكه در آن ،=
  εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ cxDxx )(000 0 

اكنون
2
1

=ε       1اختيار كرده و فرض مي كنيمx    2عددي منطق وx         عددي اصم باشد كـه بـراي آنهـا
−>δشرط  01 xx,δ<− 02 xxبرقرار است. 

 پس داريم

2
11

2
1)( 101 <−⇒<−⇒<− ccxDxx δ 

2
1

2
10

2
1)( 202 <⇒<−⇒<−⇒<− cccxDxx δ 

 اكنون مي توانيم بنويسيم

1
2
1

2
11)1(1 =+<+−≤+−= cccc 

11يعني  يعنـي  ،با اين نتيجه گيري غلط معلوم مي شود كه فرض خلف باطل اسـت             .>
0

lim ( )
x x

D x
→

 
  .موجود نيست

 

 سي تعريف حدبررسي هند
 

limفرض كنيم ( )
x a

f x L
→

  پس مطابق تعريف حد داريم،=
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 

),(                  اما δδεδδδδδ +−⇔+<<−⇔<−<−⇔<− aaxaxaaxax 
axaaxax     و بنابراين ≠+−⇔<−< ),,(0 δδεδ

  

 و

 منطق
 اصم
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 ٦

)()(),(              همين طور εεεε +−⇔<− LLxfLxf  
 به ، وجود داردaهمسايگي محذوف براي δ يكLهمسايگيεردر نتيجه مي توان گفت كه براي ه

) آنگــاه تصــويرآن ، باشــدaهمســايگي محــذوف δدرxطــوري كــه اگــر )f x در ε همســايگي
Lلطفا به شكل زير توجه فرماييد. قرارگيرد. 

 
 ١ .٢شکل 
 

  حدهاي چپ و راست ٢ . ٢  
 

limدر بررسي  ( )
x a

f x
→

 يعني مقـاديري    ، سروكار داريم  a در يك همسايگي محذوف      xبا مقاديري از    
ــه  xاز  ــك ب ــوچكتر از   a نزدي ــا ك ــه ي ــر از  a ك ــا بزرگت ــتندa و ي ــابع . هس ــون ت ــا fاكن  ب

)(4ضابطه −= xxf    از آنجايي كه  .  را درنظر مي گيريم( )f x 4 برايx  fتـابع   ، وجود ندارد    >
 بررسـي ، تعريف نشده است و بنـابراين   4در يك همسايگي محذوف     

4
lim 4
x

x
→

بـا  .  معنـي نـدارد  −
 مـي تـوان بـه قـدر دلخـواه      راx−4 مقدار، باشد 4 محدود به مقادير بزرگتر از     x اگر ،وجود اين 

در چنـين  .  ولي بزرگتر از آن باشـد      4 به قدر كافي نزديك به       xبه شرط آنكه    ، گرفت   ٠نزديك به   
ميل مي كند و حد يك طرفه از راسـت را   از سمت راست 4 به عدد xوضعيتي فرض مي كنيم كه 

 به طور كلي. بررسي مي كنيم
 
 

٠ 

ε−L 

L 
( )f x

 

L ε+ 

( )y f x=

 
 

a δ− a δ+a 

x 
X 

Y 
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 ٧

) در يك فاصله باز مانندf  فرض كنيم تابع :تعريف , )a cگوييم وقتي .  تعريف شده باشدx از 
limو مـي نويسـيم    اسـت Lحد راسـت  داراي fتابع،ميل مي كند  aراست به  ( )

x a
f x L

+→
در ،=

  به طوري كه،وجود داشته باشدδ<0 عددي مانند ،ε<0صورتي كه براي هر 
0 ( )x a f x Lδ ε< − < ⇒ − < 

  يا به زبان منطقو
                                    εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 

 x مي گـوييم   ، باشد   a محدود به مقادير كوچكتر از       xاگر در بررسي حد يك تابع متغير مستقل         
 به طور كلي .  داريم را  ميل مي كند و حد يك طرفه از سمت چپaاز سمت چپ به 

 

), در يك فاصله باز مانند fفرض كنيم تابع    :تعريف , )d aگوييم وقتي .  تعريف شده باشدx 
lim اسـت و مـي نويسـيم       L حد چـپ   داراي   fتابع  ، ميل مي كند     aاز چپ به     ( )

x a
f x L

−→
در ،=

 وجود داشته باشد به طوري كهδ<0عددي مانند ε<0صورتي كه براي هر
0 ( )x a f x Lδ ε− < − < ⇒ − < 

 و يا به زبان منطق
εδδε <−⇒<−<−∋>∃>∀ Lxfax )(000 

 

 د چپ را بدين صورت هم مي توان نوشتح    تعريف :تذكر
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfxa )(000 

 

]    تابع جزء صحيح      :٧مثال ]xxf )نشان دهيد كه تابع . را در نظر مي گيريم    )(= )f x در همه 
) نقاط صحيح  از غير جا به  0, 1, 2,...)x n n= = ± نشان دهيد كه در هر      همچنين.  داراي حد است   ±

xنقطه صحيح  n=   تابع ( )f x    داراي حد راسـت lim ( )
x n

f x n
+→

lim و حـدچپ     = ( ) 1
x n

f x n
−→

= − 
 .است

 يم  ابتدا گراف تابع را رسم مي كن:حل
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 ٨

 
 ٢ . ٢شکل 

 
lim        )١(  در مرحله بعد نشان مي دهيم كه  ( )

x n
f x n

+→
lim           )٢( و = ( ) 1

x n
f x n

−→
= − 

 نشان مي دهيم كه ) ١(براي اثبات 
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ nxfnx )(000 
>−>δاه شرط آنگ،δ>1اگر از ابتدا فرض كنيم كه nx0 نتيجه مي دهد كه [ ] nxxf  و )(==

−=−=>εبنابراين 0)( nnnxf. 
 نشان مي دهيم كه) ٢(براي اثبات

0 0 0 ( ) ( 1)x n f x nε δ δ ε∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − − < 
>−>δفرض مي كنيم و δ>1مجددا xn0 نتيجه مي دهد كه[ ] 1)( −== nxxf 

 و بنابراين
( ) ( 1) ( 1) ( 1) 0f x n n n ε− − = − − − = < 

 آنگاه ،عدد صحيحي نباشد 0xبالاخره نشان مي دهيم كه اگر
[ ]

0 0 0
0lim ( ) lim ( ) lim ( )

x x x x x x
f x f x f x x

+ −→ → →
= = = 

فت به طوري  ياn پس مي توان عدد صحيحي مانند     ، عدد صحيحي نيست   0xتوجه كنيد كه چون     
10كه  +<< nxn. 
}حال }00 1,min xnnx −+−=δ گرفته وxمي را چنان اختيار مي كنيم كه داشته باش 

δ<−< 00 xxو براي نامساوي بالا داريم  
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ε<=−=−=− 0     )( 0000 xxxxxxf 

  خلاصه نشان داديم كه، برقرار استدلخواهε<0و اين براي هر 

٤ -٣ -٢ -٤١ ٣ ٢ ١- 

X 
[ ]xxf =)( 

Y 

o 
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 ٩

[ ] [ ]0 00 0 0   .x x x xε δ δ ε∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − < 
 

  با ضابطهf فرض كنيم تابع :٨مثال









>
=

<−
=

0,1
0,0

0,1
)(

x
x

x
xf 

 . بررسي كنيد0وضعيت حدي تابع را در نقطه . تعريف شده باشد 
 

 يم ابتدا گراف تابع را رسم مي كن:حل

 
 ٣ . ٢شکل 

 
→−حال 0x0بدين معني است كهx ) نزديك مي شود و بنابراين0 و به > ) 1f x = −. 
پس 

0 0
lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x
− −→ →

= − = :  مشابه ديده مي شود كهو به طريق−
0

. lim ( ) 1
x

f x
+→

= 
 

 داراي حـد  a در نقطـه  fاگر و فقط اگر تـابع  ، داراي حد استa در نقطه  f    تابع:١قضيه
 .دو حد با هم مساوي باشندراست و حد چپ بوده و اين 

lim          ،به عبارت ديگر  ( )
x a

f x L
→

lim اگر و فقط اگر = ( ) lim ( )
x a x a

f x f x L
− +→ →

= =. 

 
lim ابتدا فرض مي كنيم كه   :اثبات ( )

x a
f x L

→
  پس، =

εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 
>−>δاما نامساوي  ax0 0معادل نامساوي<−<− axδ برايx هاي كوچكتر از a و معادل 

>−>δنامساوي  ax0 برايx هاي بزرگتر از aبنابراين مي توانيم بنويسيم.  است 

١- 

١ 

٠ 
x 

y 
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 ١٠

εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 
εδδε <−⇒<−<−∋>∃>∀ Lxfax )(000 

limپس مطابق تعريف حدود چپ و راست  ( ) , lim ( )
x a x a

f x L f x L
+ −→ →

= = 
lim   (1)  :سپس فرض كنيم ( )

x a
f x L

+→
    (2)   و=

−→
=

ax
Lxf )(lim 

  نتيجه مي شود كه(1)از 
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 11 

  نتيجه مي شود كه(2)از 
εδδε <−⇒<−<−∋>∃>∀ Lxfax )(000 22 

}اگر  }21 ,min δδδ    آنگاه ، بگيريم =
                                 εδ <−⇒<−< Lxfax )(0 

εδ      و <−⇒<−<− Lxfax )(0 
εδ    و بنابراين <−⇒<−< Lxfax )(0 
εδδε  در نتيجه <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 

limيعني ( )
x a

f x L
→

 .  و اثبات تمام است=
 

 چند مثال ديگر  ٣.  ٢
 

قضيه فوق گاهي مي تواند در اثبات عدم وجـود حـد يـك تـابع در نقطـه مفـروض مـورد اسـتفاده                         
يكـي از حـدود چـپ و    بدين معني كه اگر نشان دهيم در نقطه مفروض براي تابع لااقـل   . قرارگيرد  

 آنگـاه بـه اسـتناد       ،راست موجود نيست و حتي در صورت وجود حد راست مساوي حد چپ نيست               
مورد استفاده ديگر از قضيه بالا وقتـي  . قضيه بالا حكم مي كنيم كه تابع در نقطه مفروض حد ندارد      

اي كه ضابطه تـابع     است كه تابع با بيش از يك ضابطه تعريف گردد و بخواهيم حد تابع را در نقطه                  
 . بررسي نماييم،عوض مي شود 

 

 با ضابطهg فرض كنيم تابع:٩مثال




=

≠
=

0,2
0,

)(
x
xx

xgتعريف شده باشد . 

گراف تابع را رسم كرده و 
0

lim ( )
x

g x
→

 . را بررسي كنيد

 . گراف تابع در زير رسم شده است:حل
داريم  

0 0
lim ( ) lim ( ) 0
x x

g x x
− −→ →

= −  و   =
0 0

lim ( ) lim 0
x x

g x x
+ +→ →

= پس بنابر قضـيه بـالا      . =
0

lim ( )
x

g x
→

 
(0) توجه كنيـد كـه مطـابق تعريـف تـابع     .  است 0موجود و مساوي با  2g  هـيچ تـاثيري بـر    ، =

0
lim ( )
x

g x
→

  . ندارد 

 و
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 ١١

 
 ٤ . ٢شکل 

 
 : با ضابطه زير تعريف شده باشدh   فرض كنيم تابع :١٠مثال







>+

≤−
=

1,1
1,4

)(
2

2

xx
xx

xh 

 :گراف تابع را رسم كرده و هر يك از حدود زير را در صورت وجود پيدا كنيد

1
lim ( )
x

h x
+→

   
1

lim ( ),
x

h x
−→

   
1

lim ( ),
x

h x
→

 

 .   گراف تابع در زير رسم شده است:حل
)()4(3داريم 2

11
limlim =−=

−− →→
xxh

xx
)()1(2   و 2

11
limlim =+=

++ →→
xxh

xx
 

)()(از آنجايي كه  limlim
11

xhxh
xx −+ →→

lim)( در بالا ١ بنابر قضيه ≠
1

xh
x→

 .موجود نيست 

(1)توجه كنيد كه 3h =. 

٢ 

y 

x 
٠ 
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 ١٢

 
 ٥ . ٢شکل 

 

 : حدود يك طرفه توابع زير را پيدا كنيد:١١مثال

)١(
1
1)(

2

−
−

=
x

xxf 1درx = ،) ٢ (
x

xxf 2cos1)( −
0x در= =. 

 

x،11≤1 مي دانيم براي )١( :حل −=− xx 1 و براي<x،)1(1 −−=− xx 
   بنابراين

2

1 1 1 1

1 ( 1)( 1)( ) ( 1) 2
1 ( 1)lim lim lim lim

x x x x

x x xf x x
x x+ + + +→ → → →

− − +
= = = + =

− −
 

 
2

1 1 1 1

1 ( 1)( 1)( ) ( 1) 2
1 ( 1)lim lim lim lim

x x x x

x x xf x x
x x− − − −→ → → →

− − +
= = = − − = −

− − −
 

lim)(پس 
1

xf
x→

 . موجود نيست
 داريم) ٢(

x
x

x
x

x
xxf

sin2sin22cos1)(
2

==
−

= 

     اما
sin , 0

2sin
sin , 0

2

x x
x

x x

π

π

 ≤ <=  −− < <


 

١ 

٢ 

٣ 

٠
x 

y 
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 ١٣

)()sin2(2      بنابراين limlim
00

−=−=
−− →→ x

xxf
xx

 

    2)sin2()( limlim
00

==
++ →→ x

xxf
xx

 

1sinتوجه كنيد كه در اينجا از اين مطلب استفاده كرده ايم كـه              
lim

0
=

→ x
x

x
اثبـات ايـن حـد را در        . 

  .همين فصل و بعد از قضيه فشردگي خواهيد ديد
 

   قضاياي حد ٤ . ٢
 

اثبـات وجـود   . در قسمت قبلي اين فصل با تعريف حد و مثال هاي گوناگوني درباره آن آشنا شديم                 
حد با استفاده از تعريف به طور ضمني اين مطلب را نيز روشن مي سازد كه اين كار شايد براي همه 

و اثبـات   به اين دليل است كه اكنـون بـه بيـان            . توابع عملي و از نظر زماني مقرون به صرفه نباشد           
قضاياي حد مي پردازيم و از حالا به بعد در حل مسايل مربوط به حد همواره اين قضايا را به كار مي 

 .ت از ما خواسته شده باشد حبريم و فقط وقتي از تعريف حد استفاده مي كنيم كه به صرا
 

Lxf اگر : ٢قضيه
ax

=
→

)(lim آنگاه براي عدد حقيقي ثابت cداريم cLxcf
ax

=
→

)(lim. 

 

0c  اگر :اثبات 0c پس فرض كنيم كه ،كم بديهي است ح كه =  بايستي ثابت كنيم كه  . ≠
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ cLxcfax )(000 

Lxfاما چون   
ax

=
→

)(lim ،     پس به ازاي 
c
εε 1 عددي مانند    1= 0δ  به طوري كه اگر     ،وجود دارد   <

10 δ<−< ax ،   آنگاه 
c

Lxf ε
 بـه دسـت مـي    cبا ضرب طـرفين ايـن نامسـاوي در           . )(−>

−>εآوريم cLxcf 0εپس نشان داده ايم كه به ازاي هـر       . )( 1 عـددي ماننـد   ، < 0δ  وجـود  <
10 به طوري كه اگر ،دارد  δ<−< ax ،  آنگاه ε<− cLxcf  . و اثبات تمام است)(

 

12   اگر :٣قضيه )(,)( limlim LxfLxg
axax

==
→→

  آنگاه ، 

21))()((lim LLxgxf
ax

±=±
→

 

  يعني ثابت مي كنيم، دو تابع ثابت مي كنيم   قضيه را براي حد حاصلجمع:اثبات

21))()((lim LLxgxf
ax

+=+
→

 بايستي نشان دهيم كه  . 

1 20 0 0 ( ( ) ( )) ( )x a f x g x L Lε δ δ ε∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ + − + < 
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 ١٤

lim)(1چون  Lxf
ax

=
→

  پس

11111 )(000
2

εδδεε <−⇒<−<∋>∃>= Lxfax 
lim)(2و چون  Lxg

ax
=

→
  پس

22222 )(000
2

εδδεε <−⇒<−<∋>∃>= Lxgax 
}حال  }21 ,min δδδ >−>δته و فرض مي كنيم كه  گرف= ax0 ، بنابراين  

))(())(()())()(( 2121 LxgLxfLLxgxf −+−=+−+ 

εεεεε =+=+<−+−≤
22

)()( 2121 LxgLxf  
   

0εخلاصه براي  0δ عددي مانند ، دلخواه < >−>δ به طوري كه ، پيدا شد < ax0 
+−+>εنتيجه مي دهد  )())()(( 21 LLxgxf  و بدين ترتيب اثبات تمام است. 

 
 

limفرض كنيم :تبصره  ( )
x a

f x L
→

lim و= ( )
x a

g x
→

  در اين صورت توابع.  موجود نباشد 

( ) ( )f x g x+  و( ) ( )f x g x−  درx a=     بـه عنـوان مثـال فـرض كنـيم كـه            .  داراي حد نيستند
( ) ( ) ( )h x f x g x= lim ولي ، + ( )

x a
h x

→
lim موجود باشد و مثلا ( )

x a
h x H

→
=. 

)اكنون ) ( ) ( )g x h x f x= LHxfxhxg، ٣ و با توجه به قضيه−
axax

−=−=
→→

))()(()( limlim 
)و اين با فرض حد نداشتن  )g x در x a= بنابراين.  متناقض است( )h x در x a= حد ندارد . 

 

ــه )اگــر توابــع    :نكت )f x و ( )g x هيچكــدام در x a= ممكــن اســت داراي حــد نباشــند 
( ) ( )f x g x+ يــا ( ) ( )f x g x− در x a=  توابــع  ،بــه عنــوان مثــال   .  داراي حــد باشــند 

x
xxf 1sin)(  و =−

x
xg 1sin)( 0x هيچ كدام در     = )( حد ندارند  = )g x    ٥ بنابرمثـال ، ( )f x 

)اما تابع). بنابر تبصره بالا ) ( ) ( )h x f x g x x= + 0x در ، =  . داراي حد است=
 

ر صورتي كـه عـدد حقيقـي و مثبتـي            د ، مي نامند    كراندار A را بر مجموعه     fتابع    :تعريف
AxMxf به طوري كه به ازاي هر ، وجود داشته باشد Mمانند  ∈< ,)(. 
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 ١٥

 a در يـك همسـايگي محـذوف    f آنگـاه  ، داراي حـد باشـد     a در نقطه    fتابع  اگر    :٤قضيه
0Mيعني اعدادي مانند . كراندار است  > ، 0δ >−>δ به طوري كه اگر ، وجود دارند < ax0 

Mxf آنگاه ، <)(.  
 

Lxfفرض كنيم    :اثبات
ax

=
→

)(lim ،پس  
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 

1εاكنون اگر به عنوان مثال    داريم ، انتخاب كنيم =
LxfLLxfLxf +<<+−⇔<−<−⇔<− 1)(11)(11)( 

}از اينجا نتيجه مي گيريم كه  }LLxf +−+< 1,1max)(. 
}بنابراين اگر    }LLM +−+= 1,1max    آنگـاه بـراي هـر      ، اختيار شود x  0 كـه x a δ< − < ، 

Mxfداريم   . و قضيه ثابت شده است)(>
 

 a) محـذوف ( در يك همسـايگي      gصفر و تابع    با   برابر  ، a در نقطه    f اگر حد تابع     :٥قضيه
lim).()(0 آنگاه ،كراندار باشد  =

→
xgxf

ax
.  

 

  بايستي ثابت كنيم كه :اثبات
εδδε <⇒<−<∋>∃>∀ )()(000 xgxfax 

1 پس اعدادي مانند ، كراندار است a در يك همسايگي  gچون تابع  0δ 0M و<  وجود دارند   <
10به طوري كه اگر  δ<−< ax ، آنگاه Mxg <)(.  

limو نيز چون  ( ) 0
x a

f x
→

  پس=

2222 )(000 εδδε <⇒<−<∋>∃>∀ xfax 

} حال فرض كنيم }21 ,min δδδ  و   =
M
εε >−>δ اگـر    ،بنـابراين .  كنـيم    یم اختيار 2= ax0 

εεآنگاه 
=<= M

M
xgxfxgxf .)()()()(.  

limيعني  ( ) ( ) 0
x a

f x g x
→

 . و قضيه ثابت شده است =
 

Lxf نشان مي دهيم كه      :تبصره
ax

=
→

)(lim ،       اگر و فقـط اگـرlim( ( ) ) 0
x a

f x L
→

− زيـرا اگـر     . =
Lxf

ax
=

→
)(lim ،گاه چون  آنLL

ax
=

→
lim ، ٣ پس بنابر قضيه 

( ( ) ) ( ) 0lim lim lim
x a x a x a

f x L f x L L L
→ → →

− = − = − = 
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 ١٦

)برعكس فرض كنيم كه  ( ) ) 0lim
x a

f x L
→

− )مي توان نوشت   . = ) ( ( ) )f x f x L L= − + 

LLLLxfxf،داريم٣قضيه و با استفاده از 
axaxax

=+=+−=
→→→

0))(()( limlimlim. 
 

lim)(1  اگر :٦قضيه Lxf
ax

=
→

lim)(2 و  Lxg
ax

=
→

lim)()(21:  آنگاه،  LLxgxf
ax

=
→

. 

 

21211  مي توانيم بنويسيم:اثبات .))(()())(()()( LLLxgLxgLxfxgxf +−+−=. 
axاكنون از طرفين تساوي بالا حد مي گيريم وقتي   و تبصره فوق استــفاده٥و٣ و از قضاياي ، →

 مي كنيم
   +−+−=

→→→
))(()())(()()( 211 limlimlim LxgLxgLxfxgxf

axaxax
  

21211221 00lim LLLLLLLL
ax

=+×+×=
→

  
 .و اثبات تمام است 

 

  اگر :٧قضيه
1( )lim

x a
f x L

→

و     =
2( ) 0lim

x a
g x L

→

=   آنگاه، ≠

) الف
2

1
)(

1
lim Lxgax

=
→

) ب    
2

1

)(
)(

lim L
L

xg
xf

ax
=

→
. 

 

 بايستي نشان دهيم كه ) الف  :اثبات

εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀
2

1
)(

1000
Lxg

ax

 

εεε اما داريم <
−

⇔<
−

⇔<−
)(

)(
)(

)(1
)(

1

2

2

2

2

2 xgL
Lxg

xgL
xgL

Lxg
. 

)()0(چون  2lim ≠=
→

Lxg
ax

  پس

1 1 1 2 10 0 0 ( ) (*)x a g x Lε δ δ ε∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − < 

 اگر 
2

2
1

L
=εبگيريم داريم   

2
)()( 2

22

L
LxgLxg <−≤−. 

                                                  بنابراين
2

)(
2

2
2

2 L
Lxg

L
<−<− 

            كه معادل است با
2

3
)(

2
22 L

xg
L

 و يا >>
22

2
)(

1
3

2
LxgL

<< 
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 ١٧

2            از آن نتيجه مي گيريم و
22

2
2

2
)(

1
3

2
LxgLL

<<. 

2 (*)مجددا در رابطه 
21 2

Lεε  مقدار متناظر با 1δ مي گيريم و فرض مي كنيم =
2

2
1

L
=ε 1وδ ′ 

2مقدار متناظر با 
21 2

Lεε }اگر.  باشد = }11 ,min δδδ >−>δ كه x آنگاه براي هر =′ ax0  

εε                            مي توانيم بنويسيم 
=×<

−
2

2

2
2

2

2 2
2)(

)(

L
L

xgL
Lxg. 

0ε براي هر ،خلاصه   0δ عددي مانند < >−>δدست آمد  به طوري كه ب< ax0   نتيجـه مـي 

−>ε  هدد
2

1
)(

1
Lxg

بنابراين.  
2

1
)(

1
lim Lxgax

=
→

. 

  داريم٦و قضيه ) الف( با استفاده از  )ب     

2

1

2
1

1
)(

1)(
)(

1)(
)(
)(

limlimlimlim L
L

L
L

xg
xf

xg
xf

xg
xf

axaxaxax
=×=×=×=

→→→→
 

 

Lxf عددي طبيعي باشد و n اگر :٨قضيه 
ax

=
→

)(lim ،آنگاه  

nn) الف

ax

n

ax
Lxfxf ==

→→
))(()( limlim  ب(nn

ax
Lxf =

→
)(lim 

0Lهرگاه  0L يا ، <  . عددي طبيعي فرد باشدn و ≥
 

 .كم را ثابت كرداستقراي رياضي به سادگي مي توان حو  ٦ استفاده از قضيه  با)الف  :اثبات
 .ما اين قسمت را بعد از پيوستگي و بيان چند قضيه لازم مي توانيم ثابت كنيم ) ب

 

)()()( ، a  فرض كنيم در يك همسايگي محذوف         ):فشردگي(٩قضيه xgxfxh  و ≥≥
Lxgxhفرض كنيم كه

axax
==

→→
)()( limlim . 
)در اين صورت حد تابع )f x وقتي ax Lxf موجود بوده و داريم→

ax
=

→
)(lim. 

 

   بايستي نشان دهيم كه:اثبات
εδδε <−⇒<−<∋>∃>∀ Lxfax )(000 

Lxgچون
ax

=
→

)(lim ،1 پس براي 0ε ε= 1عددي مانند  < 0δ   وجود دارد به طوري كه <
εδ <−⇒<−< Lxgax )(0 1 

εεεεε )١( اما +<<−⇔<−<−⇔<− LxgLLxgLxg )()()( 
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 ١٨

Lxhنيز چون 
ax

=
→

)(lim ، 2 پس براي 0ε ε= 2 عددي مانند < 0δ   وجود دارد به طوري كه<
εδ <−⇒<−< Lxhax )(0 2 

εεεεε  )٢(اما     +<<−⇔<−<−⇔<− LxhLLxhLxh )()()( 
}حال اگر  }21 ,min δδδ >−>δ آنگاه ، اختيار شود = ax0و ) ١( نتيجه مي دهد كه از هر دوي

0δپس با توجه به شرط قضيه اگر بتوان         . مي توانيم استفاده كنيم     ) ٢(  را چنان مناسب اختيار     <
>−>δكه براي كرد  ax0داشته باشيم  )()()( xgxfxh   آنگاه داريم ، ≥≥

εε +<≤≤<− LxgxfxhL )()()( 
 كه از آن نتيجه مي شود 

εεε <−⇔+<<− LxfLxfL )()( 
0ε براي هر ،خلاصه  0δ عددي دلخواه مانند <   كه به طوري، به دست آمد <

εδ <−⇒<−< Lxfax )(0 
Lxf ،يعني 

ax
=

→
)(lim و اثبات تمام است . 

 . و حدود را محاسبه مي نماييم کردهثال هاي زير از قضاياي حد استفاده مدر 
 

 : حدود زير را محاسبه كنيد:١٢مثال 

١ (
3
273

3
lim −

−
→ x

x
x

. 

٢ (
1
1

lim
1 −

−
→

q

p

x x
x كه در آن p و qطبيعي هستند ی  اعداد . 

٣ (
x

x
x

3

2

cos1
sin

lim +→π
. 

nپيدا كنيد ) ٤

x
x+

→
1lim

0
 .x>١ طبيعي است و ی عددn را كه در آن 

 

ديده مي شود كه كسر   )١ :حل
3
273

−
−

x
x 3 در نقطهx   اما همان طور كه، تعريف نشده است =

3xبراي داشتن حد در   مي دانيم  . لزومي ندارد كه كسر در آن نقطه تعريف شده باشد=
3xبه علاوه    3x ولي همواره ، به قدر كافي نزديك مي گردد 3 به  x بدين معني است كه      → ≠ 

3يعني  0x −   بنابراين داريم ، ≠

)93(
3

)93)(3(
3
27 2

3

2

3

3

3
limlimlim ++=

−
++−

=
−
−

→→→
xx

x
xxx

x
x

xxx

 
3xدر اينجا صورت و مخرج را بر عامل غير صفر (   ) تقسيم كرده ايم−

2799993limlim
3

2

3
=++=++=

→→
xx

xx
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 ١٩

 داريم) ١(با استفاده از توضيحات )  ٢

 
)1...)(1(
)1...)(1(

1
1

21

21

11
limlim ++++−

++++−
=

−
−

−−

−−

→→ xxxx
xxxx

x
x

qq

pp

x
q

p

x
 

)1...(

)1...(

1...
1...

21

1

21

1
21

21

1 lim

lim
lim ++++

++++
=

++++
++++

= −−

→

−−

→
−−

−−

→ xxx

xxx

xxx
xxx

qq

x

pp

x
qq

pp

x

 

q
p

q

p

=
+++
+++

=




1...11
1...11 

 
 داريم  )٣

)coscos1)(cos1(
cos1

cos1
sin

2

2

3

2

limlim xxx
x

x
x

xx +−+
−

=
+ →→ ππ

 

3
2

coscos1
cos1

)coscos1)(cos1(
)cos1)(cos1(

22 limlim =
+−

−
=

+−+
−+

=
→→ xx

x
xxx

xx
xx ππ

 

 
      به سادگي ديده مي شود كه )٤

xxx n +≤+≤− 111 
210111                 زيرا داريم <+<⇔<<−⇔< xxx 
0xحال اگر  1 آنگاه، ≤ 1x+ 1 و  ≤ 1n x x+ ≤ xxn و لذا + +≤+ 11.  
−≥١همچنين  x١ ،11 ≥+n x بنابراين   xxx n +≤+≤− 111. 

0xاگر 0 آنگاه ، > 1 1x< + 11 و لذا > <+n x و بنابراين xxn +≤+ 11.  
nهمچنين  xx +≤+ n و لذا 11 xxx +≤+=−   پس در اين حالت هم  . 111
     xxx n +≤+≤− 111 

)1()1(1اكنون  limlim
00

=+=−
→→

xx
xx

 )فشردگي ( ٩ پس بنابر قضيه ، 

0
lim 1 1.n
x

x
→

+ = 

 

   ثابت كنيد كه :١٣مثال 

١ (0sinlim
0

=
→

x
x

  ٢ (1coslim
0

=
→

x
x

  ٣ (1sin
lim

0
=

→ x
x

x
. 
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 ٢٠

 مطابق شكل ربع دايره اي به شعاع واحد درنظر گرفته و فرض مي كنيم كه )١ :حل
2

0 π
<< x 

 
 ٦ . ٢شکل 

 

 داريـم    OBHدر مثلث قائم الزاويـه      
OB
BHx =sin ،    10 امـا =<< OBBH,BH AB<   و بـراي

xx داريـــــم ABقـــــوس  =×= AB شـــــعاع 1 x= BHBHx بنـــــابراين ، × ==
1

sin و 
xx << sin0 .  حال از طرفين اين نامساوي حد مي گيريم وقتي+→ 0x  

xx
xx
limlim

00
sin0

++ →→
≤≤ 

يا 
0

0 sin 0lim
x

x
+→

≤  پس ، ≥
0

sin 0lim
x

x
+→

xxچون  . = sin)sin(  طريق مشابه ديده مي شود به  −=−

كه 
0

sin 0lim
x

x
−→

 و بنابراين =
0

sin 0lim
x

x
→

=. 

2cos مي دانيم )٢ 1 2sin
2
xx =   پس با استفاده از قضاياي حد ، −

2

0 0
cos 1 2 sin 1 2 0 1

2lim lim
x x

xx
→ →

= − = − × = 

0مطابق شكل ربع دايره اي به شعاع واحد در نظر مي گيريم و فرض مي كنيم  )٣
2

x π
< < ، 

 داريم
 

 
 ٧ . ٢شکل 

 
OAB OAB OAT< < 

١ 

x 
A 

B 

H 
٠ 

١ 

x 
A 

B 

H ٠ 

 مساحت مثلث مساحت قطعه مساحت مثلث
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 ٢١

xxxو پس از محاسبه      tan
2
1

2
1sin

2
1

 يا     >>
x
xxx

cos
sinsin sinاگر طـرفين را بـر      . >> 0x > 

 به دست مي آوريم ،تقسيم كنيم 
xx

x
cos

1
sin

1 1sincos  و يا >> <<
x

xx. 
→+حال از طرفين نامساوي بالا حد مي گيريم وقتي  ox ، استفاده مي كنيم٩ و از قضيه   

    
0 0

sincos 1lim lim
x x

xx
x+ +→ →

≤ ≤ 

1sinيعني  
lim

0
=

+→ x
x

x
چـون    . 

x
x

x
x sin)sin(

=
−

1sin پـس    −
lim

0
=

−→ x
x

x
1sin و بنـابراين   

lim
0

=
→ x

x
x

 . 

توجه كنيد كه 
x

xsin0 درx  ولي ،  تعريف نشده است =
x

xsin0 وقتيx  . داراي حد است →
 

 : حدود زير را محاسبه كنيد:١٤مثال 

١ (
326

22
31

lim
−+

−
→ x

x
x

   ٢ (
x

x

x cos23

)
6

sin(
lim

6
−

−

→

π

π
  ٣ (

x

x

x −→ 1
2

cos
lim

1

π

 

٤ (
2

tan)1(lim
1

xx
x

π
−

→
  ٥ (

x
x

x

1sinsinlim
0→

. 

 

326تغيير متغير ) ١ :حل x z+ 3در اين صورت  . مي دهيم = 26x z= 3z و  −   هرگاه →
1 →x ،بنابراين   

 =
−

++−
=

−
−

=
−+

−
→→→ 3

)93)(3(2
3
542

326
22 2

3

3

331
limlimlim z

zzz
z
z

x
x

zzx
 

54)93(2 2

3
lim =++

→
zz

z
 

zxتغيير متغير   ) ٢ =−
6
π    در اين صورت     ، مي دهيم 

6
π

+= zx   0 وz  هرگـاه    →
6
π

→x.   بـا 
 جايگذاري به دست مي آوريم

zz
z

z

z
x

x

zzx sincos33
sin

)
6

cos(23

sin
cos23

)
6

sin(
limlimlim

00
6

+−
=

+−
=

−

−

→→→
π

π

π
 

1
)

2
cos()

2
sin(3

)
2

cos(

)
2

cos()
2

sin(2)
2

(sin32

)
2

cos()
2

sin(2

limlim
020

=

+

=

+

=
→→ zz

z

zzz

zz

zz
 

1تغير متغير )٣ x t− 1x در اين صورت ، مي دهيم = t= 0tو − 1x هرگاه → با  . →
 جايگذاري به دست مي آوريم
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 ٢٢

   
t

t

t

t

x

x

ttx

2
sin)

22
cos(

1
2

cos
limlimlim

001

ππππ

→→→
=

−
=

−
 

2
1

2
2

2
sin

2 lim
0

ππ
π

π
π

=×==
→ t

t

t

 
1تغير متغير )٤ x t−  داريم ) ٣(مي دهيم و مانند   =

2
cot)

22
tan(

2
tan)1( limlimlim

001

ttttxx
ttx

ππππ
→→→

=−=−

 

πππ

π
π

ππ

π
2112

2
sin

2
2

cos2

2
sin

2
cos

limlimlim
000

=××==
→→→ t

t
t

t

t

t
ttt

 

1sinچون   )٥
x

0x در هر همسايگي محذوف     0sinlim كراندار اسـت و چـون        =
0

=
→

x
x

 پـس   
 ،٥بنابر قضيه 

0

1sin sin 0lim
x

x
x→

=.  

 

 : مطلوب است محاسبه حدود زير :١٥مثال 

١ (2

1

1 )1(
)1(

lim −
++−+

→ x
nxnxn

x
  ٢ (

1
11

21
lim

−

−−+
→ x

xx
x

  

٣ (3
0

sintan
lim x

xx
x

−
→

                  ٤  (
ax

ax mm

ax −
−

→
lim   

٥ (
x

xaxa
x

)sin()sin(
lim

0

−−+
→

. 

1x) ١ :حل 1x عامل صفركننده در صورت و مخرج است و بايسـتي دوبـار              =  را از صـورت و    −
 داريم. مخرج حذف كنيم 

22

1

2

1

)1(
)1()1(

)1()1(
)1(

−
−−−

=
−

+−−
=

−
++− ++

x
xnxx

x
nxnxx

x
nxnx nnn

 

1
)1...(

)1(
)1()1...)(1( 21

2

21

−
−++++

=
−

−−++++−
=

−−−−

x
nxxxx

x
xnxxxxx nnnn

 

1xصورت و مخرج را بر(  )   تقسيم كرده ايم−
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 ٢٣

1 2... (1 1 ... 1)
1

n
n nx x x x

x

−+ + + + − + + +
=

−



 

1
)1()1(...)1()1( 21

−
−+−++−+−

=
−

x
xxxx nn

 

1
)1()1)(1(...)1...)(1()1...)(1( 3221

−
−++−++++++−+++++−

=
−−−−

x
xxxxxxxxxxx nnnn

 
1xمجددا صورت و مخرج را بر(  )  تقسيم كرده ايم−

1)1(...)1...()1...( 3221 +++++++++++++= −−−− xxxxxxx nnnn

 
 بنابراين 

  
1

1 2
2

1 1

( 1) ( ... 1)
( 1)lim lim

n
n n

x x

x n x n x x x
x

+
− −

→ →

− + + = + + + +−
 

         ] =+++++++++ −− 1)1(...)1...( 32 xxxx nn 

2
)1(12...)1( +

=+++−+
nnnn 

1xل بايستي عام) ٢   داريم ،را از صورت و مخرج حذف كرد −

2 2 2 2

1 1 1 1 ( 1).( 1) 1
( 1)( 1)1 1 1 1( 1)

x x x x x x x
x xx x x x x

+ − − − − − + −
= + = +

− +− − − − +

 

1
1

)1(1
1

1
1

)1()1)(1(
1

1
1

)1(1

1
2 +

+
++

−
=

+
+

++−
−

=
+

+
+−

−
=

xxx
x

xxxx
x

xxx
x

 
 بنابراين

 
21 1

1 1 1 1 0 1 1( )
1( 1) 1 2(1 1) 2 21

lim lim
x x

x x x
x x xx→ →

+ − − −
= + = + =

+ + + +−
 

٣( 
     

xx
xxx

x

x
x
x

x
xx

xxx cos
cossinsinsin

cos
sin

sintan
3

0
3

0
3

0
limlimlim

−
=

−
=

−
→→→

 

2

2

0
2

0
3

0

2
sin2

.
cos

1.sincos1.
cos

1.sin
cos

)cos1(sin
limlimlim x

x

xx
x

x
x

xx
x

xx
xx

xxx →→→
=

−
=

−
=
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 ٢٤

2
11

2
1

1
11)

2

2
sin

.(
2
1.

cos
1.sin

4
4

2
sin2

.
cos

1.sin 22

0
2

2

0
limlim =×××==

×
=

→→ x

x

xx
x

x

x

xx
x

xx

 
  آنگاه، عدد طبيعي باشد mمي دانيم اگر ) ٤
)...)(( 1221 −−−− ++++−=− mmmmmm AxAAxxAxAx. مـــا از ايـــن اتحـــاد اســـتفاده مـــي 

 داريم،كنيم

)...)((

)...)((
121121

1211211111

m

m

m

m

mmm

m

m

m

m

m

m

m

mmm

m

m

m

mmmmmm

aaxaxxax

aaxaxxax

ax
ax

ax
ax

−−−−

−−−−

++++−

++++−
=

−

−
=

−

− 

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
1

( )( ... ) ...
m m m m m m m m
m m m m m m m m m m m m
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